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Аннотация. Мы рассматриваем дискретную версию псевдодифференциальных
операторов как первый этап построения приближенных методов решения псев-
додифференциальных уравнений и их численной реализации. С этой целью вво-
дятся классы периодических символов и дискретных операторов, рассматрива-
ются вопросы разрешимости соответствующих дискретных уравнений и пред-
лагаются некоторые вычислительные алгоритмы.
Ключевые слова: дискретный псевдодифференциальный оператор; дискретное
уравнение; приближенное решение

Введение

Теория псевдодифференциальных операторов и уравнений к настоящему моменту
представляет собой вполне сформировавшийся раздел современной математики [1-3].
Однако вопросы приближенного решения таких уравнений, на наш взгляд, практически
не рассматривались в математической литературе. В связи с этим предлагается начать
исследование псевдодифференциальных уравнений и связанных с ними краевых задач
на дискретных структурах, с которыми достаточно просто проводить компьютерные
вычисления. Мы начинаем с модельных операторов и уравнений и модельных областей
евклидова пространства. Принцип изучения состоит в последовательной процедуре дис-
кретизации: континуальный объект→ бесконечный дискретный объект → конечный
дискретный объект. Задача заключается в исследовании разрешимости и нахождения
решений дискретных уравнений [5–6] и сравнений полученных решений дискретных
уравнений с их континуальными аналогами.

Работа выполнена при поддержке Министерства образования и науки РФ (проект
№ 1.7311.2017/8.9).



О ДИСКРЕТНЫХ ПРИБЛИЖЕНИЯХ 217

1. Основные понятия

Пусть A(ξ) – функция, определенная на Rm и удовлетворяющая условию

c1(1 + |ξ|)α ≤ |A(ξ)| ≤ c2(1 + |ξ|)α, (1)

где c1, c2 – положительные постоянные, и S(Rm) – пространство Шварца бесконеч-
но дифференцируемых быстро убывающих на бесконечности функций. Функция A(ξ)

порождает псевдодифференциальный оператор

(Au)(x) =

∫
Rm

∫
Rm

A(ξ)ei(x−y)·ξu(y)dξdy, x ∈ Rm, (2)

который изначально определяется на u ∈ S(Rm), а затем распространяется на более
широкие пространства. Функция A(ξ) называется символом псевдодифференциально-
го оператора A .

З а м е ч а н и е 1. Обычно рассматривают более общие псевдодифференциальные
операторы

(Au)(x) =

∫
Rm

∫
Rm

A(x, ξ)ei(x−y)·ξu(y)dξdy, x ∈ Rm,

порожденные символом A(x, ξ), определенном на Rm ×Rm . Однако учитывая локаль-
ный принцип наша ближайшая задача – исследование более простого оператора (2) и
его дискретного аналога.

Пусть Ad(ξ) – периодическая функция в Rm такая, что

c1(1 + |ζ2h|)
α
2 ≤ |Ad(ξ)| ≤ c2(1 + |ζ2h|)

α
2 , (3)

где ζ2h = h−2
m∑
k=1

(e−ihξk − 1)2, и постоянные c1, c2 не зависят от h .

Пусть D ⊂ Rm – область (конечная или бесконечная). Мы будем рассматривать
функции ud(x̃), определенные на Dd ≡ D ∩ hZm, h > 0, и вводим следующий оператор

(Adud)(x̃) =
∑

ỹ∈hZm

∫
~Tm

Ad(ξ)ud(ỹ)e
i(x̃−ỹ)·ξhmdξ, x̃ ∈ Dd,

где ~ ≡ h−1,Tm ≡ [−π, π]m .

О п р е д е л е н и е 1. Оператор Ad называется дискретным псевдодифференци-
альным оператором или коротко h -оператором. Периодическая функция Ad(ξ) назы-
вается его ~ -символом.

Напомним, что символ (оператор) называется эллиптическим, если

ess inf
ξ∈~Rm

|Ad(ξ)| > 0,

и, очевидно, все рассматриваемые символы эллиптические.
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1.1. Дискретное преобразование Фурье. Если ud(x̃), x̃ ∈ hZm, – функция дис-
кретной переменной, мы используем термин «дискретная функция». Для таких дис-
кретных функций можно определить дискретное преобразование Фурье

(Fdud)(ξ) ≡ ũd(ξ) =
∑

x̃∈hZm

e−ix̃·ξud(x̃)h
m, ξ ∈ ~Tm,

если ряд сходится; полученная функция ũd(ξ) является периодической на Rm с ос-
новным кубом периодов ~Tm . Такое дискретное преобразование Фурье сохраняет все
основные свойства интегрального преобразования Фурье, в частности, обратное дис-
кретное преобразование Фурье дается формулой

(F−1
d ũd)(x̃) =

1

(2π)m

∫
~Tm

eix̃·ξũd(ξ)dξ, x̃ ∈ hZm.

Дискретное преобразование Фурье осуществляет изоморфизм между пространства-
ми L2(hZm) и L2(~Tm) с нормами

||ud||2 =

( ∑
x̃∈hZm

|ud(x̃)|2hm

)1/2

||ũd||2 =

 ∫
ξ∈~Tm

|ũd(ξ)|2dξ

1/2

.

1.2. Дискретные пространства. Поскольку в определении пространств Собо-
лева–Слободецкого участвовали частные производные (по крайней мере, в начальной
стадии их развития), мы используем их дискретные аналоги – хорошо известные раз-
деленные (конечные) разности первого порядка

(∆
(1)
k ud)(x̃) = h−1(ud(x1, · · · , xk + h, · · · , xm)− ud(x1, · · · , xk, · · · , xm)),

для которых преобразование дискретное преобразование Фурье выглядит следующим
образом:

˜
(∆

(1)
k ud)(ξ) = h−1(e−ih·ξk − 1)ũd(ξ).

Для разделенной разности второго порядка, мы, очевидно, получим

(∆
(2)
k ud)(x̃) = h−2(ud(x1, · · · , xk + 2h, · · · , xm)

−2ud(x1, · · · , xk + h, · · · , xm) + ud(x1, · · · , xk, · · · , xm))

и ее преобразованием Фурье будет функция

˜
(∆

(2)
k ud)(ξ) = h−2(e−ih·ξk − 1)2ũd(ξ).

Тогда для дискретного лапласиана

(∆dud)(x̃) =
m∑
k=1

(∆
(2)
k ud)(x̃),
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мы имеем

(̃∆dud)(ξ) = h−2

m∑
k=1

(e−ih·ξk − 1)2ũd(ξ).

Теперь мы определим основное пространство S(hZm), состоящее из дискретных
функций с конечными полунормами

|ud| = sup
x̃∈hZm

(1 + |x̃|)l|∆(k)ud(x̃)|

для любых l ∈ N,k = (k1, · · · , km), kr ∈ N, r = 1, · · · ,m, где

∆(k)ud(x̃) = ∆k1
1 . . . ,∆km

m ud(x̃).

Другими словами, пространство S(hZm) – это дискретный аналог пространства
Шварца S(Rm) бесконечно дифференцируемых быстро убывающих на бесконечности
функций.

О п р е д е л е н и е 2. По определению, пространство Hs(hZm) – это замыкание
пространства S(hZm) по норме

||ud||s =

∫
~Tm

(1 + |ζ2h|)s|ũd(ξ)|2dξ

1/2

. (4)

О п р е д е л е н и е 3. Пространство Hs(Dd) состоит из дискретных функций из
Hs(hZm), носители которых содержатся в Dd . Норма в Hs(Dd) индуцирована нормой
пространства Hs(hZm) . Пространство Hs

0(Dd) состоит из дискретных функций (функ-
ционалов из S ′(Rm) ) ud с носителем в Dd, причем эти дискретные функции должны
допускать продолжение на все пространство Hs(hZm) . Норма в Hs

0(Dd) дается фор-
мулой

||ud||+s = inf ||ℓud||s,

где infimum берется по всевозможным продолжениям ℓ .

Разумеется, все нормы (4) эквивалентны L2 -норме, но постоянные эквивалентности
будут зависеть от h . В связи с этим отметим, что все постоянные, которые встретятся
ниже, не зависят от h .

2. Основные результаты

Мы будем рассматривать псевдодифференциальное уравнение

(Au)(x) = v(x), x ∈ D, (5)

и предложим для его решения некие вычислительные алгоритмы.
Поскольку нам известна картина разрешимости псевдодифференциальных уравне-

ний в Rm и Rm
+ [3], нам следует выбрать такие дискретные псевдодифференциальные

операторы, которые сохраняли бы все нужные свойства своих континуальных аналогов.
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Пусть Ph – оператор сужения на hZm, т. е. для u ∈ S(Rm)

(Phu)(x) =

{
u(x̃), x = x̃ ∈ hZm;

0, x /∈ hZm.

Мы апробировали этот проектор для простейших псевдодифференциальных опера-
торов, именно, для операторов Кальдерона–Зигмунда (эти операторы можно тракто-
вать как псевдодифференциальные операторы порядка ноль) и получили вполне при-
емлемые результаты [7–10]. Однако структура псевдодифференциального оператора та-
кова, что в данной ситуации более удобна другая конструкции проектора (оператора
сужения).

Здесь мы введем новый оператор сужения Qh для функций u ∈ S(Rm) . Мы берем
преобразование Фурье ũ(ξ), далее – его сужение на ~Tm, и периодически продолжаем
его на все Rm . Далее мы применяем обратное дискретное преобразование Фурье F−1

d ,

– это будет дискретная функция, которую мы обозначаем (Qhu)(x̃), x̃ ∈ hZm . По мно-
гим причинам такой проектор Qh намного удобней введенного выше проектора Ph .
Оказывается, на самом деле проекторы Ph и Qh почти одно и то же, в соответствии
со следующим результатом.

Лемма 1. Для u ∈ S(Rm), ∀β > 0, справедлива оценка

|(Phu)(x̃)− (Qhu)(x̃)| ≤ Chβ, ∀x̃ ∈ hZm,

где постоянная C зависит только от u .

Д о к а з а т е л ь с т в о. На самом деле здесь речь будет идти о сравнении двух
преобразований Фурье. Действительно, по определению

(Phu)(x̃) =
1

(2π)m

∫
Rm

eix̃·ξũ(ξ)dξ,

и, соответственно,

(Qhu)(x̃) =
1

(2π)m

∫
~Tm

eix̃·ξũ(ξ)dξ,

таким образом, их разность представляется интегралом

(Phu)(x̃)− (Qhu)(x̃) =
1

(2π)m

∫
Rm\~Tm

eix̃·ξũ(ξ)dξ.

Утверждение леммы теперь следует из инвариантности класса Шварца S(Rm) от-
носительно преобразования Фурье и простой оценки

|ũ(ξ)| ≤ Cu|ξ|−γ

для ∀γ > 0 .
Далее, символ Ad(ξ) мы определим следующим образом. Мы берем сужение A(ξ)

на куб ~Tm и периодически продолжаем его на все Rm . Мы будем рассматривать такой
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h -оператор как аппроксимирующий оператор для A . Таким образом, для нахождения
дискретного приближенного решения уравнения

(Adud)(x̃) = vd(x̃), x̃ ∈ Dd, (6)

в случае D = Rm, мы можем использовать следующее дискретное уравнение

Adud = Qhv. (7)

Его решение дается формулой

ud(x̃) =
1

(2π)m

∫
~Tm

eix̃·ξA−1(ξ)ṽ(ξ)dξ, x̃ ∈ hZm,

так что нам не нужно находить (приближенное) решение бесконечной системы линейной
алгебраических уравнений как в [7, 8]. В нашем случае достаточно применить какую-
нибудь кубатурную формулу для вычисления последнего интеграла и еще одну куба-
турную формулу для вычисления преобразования Фурье ṽ(ξ) .

С учетом леммы 1 можно сравнить континуальное и дискретное решения для до-
статочно гладких правых частей и символов.

Теорема 1. Если символ A(ξ) удовлетворяет условию (1) и бесконечно диффе-
ренцируем на Rm, u – решение уравнения (5), ud – решение уравнения (7), то для
v ∈ S(Rm) имеется следующая оценка погрешности

|u(x̃)− ud(x̃)| ≤ Chβ, ∀x̃ ∈ hZm,

для произвольного β > 0 .

3. Вариации D : случай полупространства

Этот случай кардинально отличается от случая пространства Rm, и условия эл-
липтичности символа уже недостаточно для разрешимости. Здесь принципиальную
роль, обуславливающую картину разрешимости уравнений, играет индекс периодиче-
ской факторизации.

Обозначим Π± = {(ξ′, ξm ± iτ), τ > 0}, ξ = (ξ′, ξm) ∈ Tm .

О п р е д е л е н и е 4. Периодической факторизацией эллиптического символа
Ad(ξ) называется его представление в виде

Ad(ξ) = Ad,+(ξ)Ad,−(ξ),

где сомножители Ad,±(ξ) допускают аналитическое продолжение в полу-полосы ~Π±

по последней переменной ξm при почти всех фиксированных ξ′ ∈ ~Tm−1 и удовлетво-
ряют оценкам

|A±1
d,+(ξ)| ≤ c1(1 + |ζ̂2|)±

æ
2 , |A±1

d,−(ξ)| ≤ c2(1 + |ζ̂2|)±
α−æ

2 ,
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с постоянными c1, c2, не зависящими от h,

ζ̂2 ≡ ~2
(

m−1∑
k=1

(e−ihξk − 1)2 + (e−ih(ξm+iτ) − 1)2

)
, ξm + iτ ∈ ~Π±.

Число æ ∈ R называется индексом периодической факторизации.

Теорема 2. Если эллиптический символ Ãd(ξ) допускает периодическую факто-
ризацию с индексом æ, так что |æ−s| < 1/2, то уравнение (6) имеет единственное
решение в пространстве Hs(Dd) для любой правой части vd ∈ Hs−α

0 (Dd),

ũd(ξ) = Ã−1
d,+(ξ)P

per
ξ′ (Ã−1

d,−(ξ)ℓ̃vd(ξ)),

(P per
ξ′ ũd)(ξ) ≡

1

2

ũd(ξ) +
h

2πi
v.p.

~π∫
−~π

ũd(ξ
′, ηm) ctg

h(ξm − ηm)

2
dηm

 . (8)

З а м е ч а н и е 2. Нетрудно заключить, что решение не зависит от выбора про-
должения ℓvd .

Теорема 3. Пусть æ− s = n+ δ, n ∈ N, |δ| < 1/2 . Тогда общее решение уравнения
(6) в образах Фурье имеет следующий вид

ũd(ξ) = Ã−1
d,+(ξ)Xn(ξ)P

per
ξ′ (X−1

n (ξ)Ã−1
d,−(ξ)ℓ̃vd(ξ)) + Ã−1

d,+(ξ)
n−1∑
k=0

ck(ξ
′)ζ̂km,

где Xn(ξ) – произвольный многочлен степени n переменных ζ̂k = ~(e−ihξk − 1),

k = 1, · · · ,m, удовлетворяющий условию (3), cj(ξ
′), j = 0, 1, · · · , n−1, – произвольные

функции из Hsj(hT
m−1), sj = s− æ + j − 1/2 .

Для случая æ− s = −n+ δ, n ∈ N, |δ| < 1/2, мы рассмотрим следующее достаточно
общее уравнение

(Adud)(x̃) +
n∑

j=0

Kj

(
b̃j(x̃

′)⊗ δ(x̃m)
)
= vd(x̃), x̃ ∈ Dd, (9)

с неизвестными функциями ud, b̃j, j = 0, 1, · · · , n, а Kj – заданные псевдодифференци-
альные операторы с символами Kj(ξ), удовлетворяющими условию (3) с показателем
αj .

З а м е ч а н и е 3. Оператор Kj действует следующим образом. Если обозначить
K̂j(x̃) «ядро» псевдодифференциального оператора Kj, мы получим

Kj

(
b̃j(x̃

′)⊗ δ(x̃m)
)
=

∑
ỹ∈hZm−1

K̂j(x̃
′ − ỹ′, x̃m)bj(ỹ

′)hm−1.
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Продолжив правую часть на все пространство Rm и применив дискретное преобра-
зование Фурье, мы получим систему линейных алгебраических уравнений

n∑
j=0

tkj(ξ
′)b̃j(ξ

′) = fk(ξ
′), k = 0, 1, · · · , n,

где

tkj(ξ
′) =

1

2π

~π∫
−~π

(
e−ihξm − 1

h
)k

Kj(ξ
′, ξm)

Ad,−(ξ′, ξm)
dξm,

fk(ξ
′) =

1

2π

~π∫
−~π

(
e−ihξm − 1

h
)kA−1

d,−(ξ
′, ξm)(̃ℓvd)(ξ

′, ξm)dξm.

Теорема 4. Пусть æ − s = −n + δ, n ∈ N, |δ| < 1/2 . Тогда уравнение (9) имеет
единственное решение ud ∈ Hs(Dd), cj ∈ Hsj(hZm−1), sj = s−α+αj+1/2, j = 0, 1, · · · , n,
тогда и только тогда, когда

ess inf
ξ′∈hTm−1

| det(tkj(ξ′))nk,j=0 > 0.

Справедлива априорная оценка

||ud||s ≤ a||vd||+s−α, ||bj||sj ≤ aj||vd||+s−α, j = 0, 1, · · · , n,

с постоянными a, a1, · · · , an, не зависящими от h .

3.1. Предельный переход. Хорошо известно [4], что

cotx =
1

x
−

∞∑
n=1

22n|B2n|
(2n)!

x2n−1, −π < x < π,

где B2n – числа Бернулли.
Если посмотреть на формулу (8), можно заметить, что ядро оператора P per

ξ′ , то есть
h cot hξm

2
имеет следующее представление

h cot
hξm
2

=
2

ξm
− h

∞∑
n=1

22n|B2n|
(2n)!

(
hξm
2

)2n−1

,

так что мы получим при h → 0 знакомое ядро преобразования Гильберта 1
πi

1
ξm

по
последней переменной. Кроме этого, нетрудно заметить, что в пределе при h → 0 все
«периодические» многочлены теоремы 2 переходят в обычные многочлены по перемен-
ной ξm . Это хорошо согласуется с континуальным случаем [3].

К сожалению, для этого случая получение оценок погрешности для u и ud не так
просто как в теореме 1; пока можно лишь утверждать, что наблюдается сходимость ũd

к ũ при h → 0 .
3.2. Оценка погрешности. При достаточно сильных ограничениях на правую

часть и элементы факторизации все же можно дать сравнение дискретного и конти-
нуального решений.
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Лемма 2. Если u ∈ S(Rm), то имеет место оценка

|(F−1Pξ′ũ)(x̃)− (F−1
d P per

ξ′ Q̃hu)(x̃)| ≤ Chβ, x̃ ∈ hZm
+ ,

для ∀β > 0, постоянная C зависит только от u .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Здесь понадобится описание и сравнение двух проекторов,
связанным с преобразованием Гильберта – стандартным и периодическим. Обозначим
χ(x) характеристическую функцию полупространства Rm

+ , и χd(x̃) – характеристиче-
скую функцию дискретного полупространства hZm

+ . Тогда в соответствии со структур-
ными свойствами двух упомянутых преобразований мы имеем следующие равенства

F−1Pξ′ ũ = χ · u, F−1
d P per

ξ′ Q̃hu = χd · (Qhu).

Далее можно применить лемму 1.
На основании леммы 2 и теоремы 1 можно дать какое-то сравнение дискретного

и континуального решений для полупространства. В нижеследующей теореме дается
такое сравнения при выполнении условий теоремы 2, когда решение существует и един-
ственно.

Теорема 5. Если символ A(ξ) удовлетворяет условию (1), бесконечно дифферен-
цируем на Rm вместе с множителями его факторизации A±(ξ), u – решение урав-
нения (5), ud – решение уравнения (7), то для v ∈ S(Rm) имеется следующая оценка
погрешности

|u(x̃)− ud(x̃)| ≤ Chβ, ∀x̃ ∈ hZm
+ ,

для произвольного β > 0 .

З а м е ч а н и е 4. Чтобы правильно понимать трактовку этой теоремы, мы пояс-
ним как выбирается правая часть для решения уравнения (7). Решение уравнения (5)
в образах Фурье имеет вид

ũ(ξ) = A−1
+ (ξ)Pξ′A

−1
− (ξ)ℓ̃v(ξ),

где Pξ′ =
1
2
(I + Hξ′) – проектор, определяемый классическим преобразованием Гиль-

берта по переменной ξm [3]:

(Hξ′ũ)(ξ) =
1

πi
v.p.

+∞∫
−∞

ũ(ξ′, ηm)dηm
ξm − ηm

,

ℓv – произвольное продолжение v с Rm
+ на все Rm в соответствующих функциональ-

ных пространствах. Поскольку в уравнении (6) правая часть определена только на hZm
+ ,

в качестве продолжения ℓvd удобно выбрать Qh(ℓv) для получения искомой оценки.
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Заключение

В заключение отметим, что здесь были рассмотрены только две канонические обла-
сти Rm и Rm

+ . У нас уже имеются некоторые результаты о разрешимости дискретных
уравнений в конусе Ca

+ = {x ∈ Rm : x = (x′, xm), xm > a|x′|, a > 0 [11, 12, 13]. Мы
надеемся продолжить исследования в этом направлении.
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Abstract. We consider a discrete version of pseudo-differential operators as a first
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